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Resumo

A estimativa confiavel do erro real em uma simutagémeérica é tdo importante quanto
a robustez do préprio codigo computacional. Nestdaltho, € apresentada uma
comparacao entre os indices de eficiéncia de umaddr de erro residugly e de um
estimador de errg);; que emprega a técnica de recuperacdo de gradianie a
equacdo do transporte de contaminantes em aguerrsuiga. O comportamento
assintético e estavel do indicador residual cordirma sua aplicabilidade para as
equacgOes de adveccao-dispersado-reagao e o estimgadnéo obteve, com qualidade
desejavel, boas estimativas para o erro real desgasacdes em regime pequena
adveccao.

Palavraschave Estimador residual. Equacdo de advecgao-dispeesi@o. Meio
poroso saturado. Indice de eficiéncia. Codigo Jshdodo dos elementos finitos.

Abstract

A reliable estimate of the actual error in a nuca@rsimulation is as important as the
robustness of the computer code itself. In thisepaywe present a comparison between
the efficiency index of an indicator of residualcer n, and an estimaton,, that
employs error recovery technique for the gradieptagion of contaminant transport in
groundwater. The asymptotic behavior of the indicaind stable residual confirmed its
applicability for the equations of advection-dispen-reaction and did not get;,
estimator with desirable quality, good estimatestf@ actual error of these equations
under small advection regime.

Keywords: Residual estimator. Equation of advection-disperseaction. Saturated
porous medium. Efficiency index. Java code. Fialement method.

Introducéo
Resultados computacionais, mesmo quando obtidosndeapropriado modelo

matematico que caracteriza um fenémeno fisico @edsse, ndo estdo inumes aos erros
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numericos inseridos pelos processos de discretiz&gfuacdes diferenciais parciais ou
equagles integrais quando sao manipuladas por sdisps digitais perdem
informacgdes, uma vez que as aproximac¢des numdlilemem do modelo continuo.

Estes erros de aproximacédo, quando ultrapassaia megnitude, invalidam a
predicdo numérica do modelo matematico. Emboraragocom frequéncia, os erros de
aproximacdo sdo dificeis de identificar e de avattam medidas intuitivas ou
heuristicas. Nos ultimos 20 anos, teorias mateagtcprocedimentos computacionais
foram desenvolvidos para estimar o erro de apragd@mam solucdes numeéricas dos
problemas de valores iniciais e de fronteiras erardas areas da Engenharia (DONEA;
HUERTA, 2004). Neste cendrio surgem técnicas e detraxdes mateméaticas para
fundamentar os chamados estimadores deaeposteriori Assim, se o erro estimado
pode ser controlado, é possivel melhorar a quadidial solugdo numérica ou pela
modificacdo da malha que representa o dominio,etm gumento da ordem da funcgéo
de aproximacao, ou otimizacdo do passo de tempgmpoutro processo do algoritmo
numérico capaz de reduzir o erro.

Na estimativaa posteriorido erro da solugcdo numeérica do modelo de transport
de contaminantes em regime de pequena adveccde,tresalho sera empregado um
indicador de erro espaciajg, proveniente do meétodo explicito dos estimadores
residuais. Esses modelos computacionais que imptamea migracdo de soluto em
meio poroso saturado surgem constantemente emcaciidis cientifica [(HOSSAIN;
MIAH, 1999), (HUANG; HUANG; ZANG, 2008), (KUMAR; D@OAGOUDAR, 2008)

e (SOREK, 1988)] devido a suma importancia dadaorapceensdo e previsao do
transporte de constituintes dissolvidos em aguaesdimea. Assim, o objetivo deste
artigo é comparar a performance e aplicabilidadendicador espacial residugy com

o estimador de ermp,,, oriundo da classe de estimadores de erro quesgaprmetodo
de recuperacgéo do gradiente (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1802

Para esta discussdo, inicialmente sera definida guantidadety = ﬁ como

sendo o indice de eficiéncia para medir a qualidiezd@proximacao do indicador de erro
n em relagdo ao erro real (BABUSKA et al., 1994).aup Ef ~ 1, o indicadorn
encontra-se proximo da norma do erro rdall, que pode ser obtido com a
implementacdo de uma solucdo analitica disponiaditeratura. Mesmo sendo rara a
determinacdo da nornlge|| para a maioria dos modelos matematicos, existetosce

problemas padrdo onde o err@u a solucda sdo conhecidos ou sdo computados sob
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uma desejavel precisdo. Assim, a confiabilidaderebastez de diversos indicadores

propostos podem ser numericamente verificadas.

1 Equacgdes Governantes

O modelo matematico para descrever a equacao \tkegib-dispersao-reacao
(ADR) do transporte de contaminantes em agua subtargadado por:

C-diMDOC)+vIIC+AC=f  em Qx(OT]
C=Cp sobrelp x(0T]
nDOC=g sobrely X (0] (1)
C=Cp emQ

sendoQ O IR o dominio poligonal limitado com fronteira Lipsizh™ consistindo de

duas partes disjuntalp a fronteira de Dirichlet €y a fronteira de Neumann, tais que

p Oy =g O tempo finall é arbitrario, no entanto, precisa ser especificAduoatriz

de dispersdd é continuamente diferenciavel e simétrica, unifmmante definida
positiva e isotropica. E ainda, o campo de vela@da € constante e o termo de reacao

A é uma funcéo escalar continua e ndo-negativa (VIRRF2008).

1.1 Uma Solucao Analitica

Visando a comparacao entre a solu¢cdo numeéricaukcao do transporte (1) e a
correspondente solucdo analitica 2D disponiveliteaatura (p. ex. em WEXLER,
1992), para avaliacdo do indice de eficiéncia dia @adicador, algumas hipéteses sobre
0 aquifero em estudo precisam ser consideradas,adas (KRESIC, 2006):

* 0 aquifero de extenséo infinita possui frenieiahde contaminagédo néao
pontual de comprimento finito;

*+ adensidade e a viscosidade do fluido sado auiesta

0 contaminante esta sujeito a transformacaoiqaide primeira ordem;

o fluxo uniforme ocorre na direcdi@om velocidade constaniee

os coeficientes de dispersdo longitudinal e trarsal Dy, Dy) séo

constantes.

As condicdes iniciais e de contorno para obteracéo analitica do transporte de

contaminantes em aquiferos, que obedecem as caagfids acima, sdo dadas por:
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C=0C,, x=0eY;<y<Y, CcC=0, ?)_C:O’ X = o0
X
- - oC
C=0, x=0ey<Youy>Y, C:O'a_:o’ y = %00
y

sendoY; a ordenada do limite inferior da fonte de contamie enx =0 e
Y, a ordenada do limite superior da fonte de contamaenx = 0.
Assim, segundo WexI¢1992), a solu¢cdo analitica 2D € expressa por:
3 J["Z Ajz“ S }
VXt -—+ -—
choni= G [ 25T oy Ll e

JD, ) 73 2z2[D, 2z?.[D,

O termo referente a integral da solucdo acima @apado, no codigoA¥A, pela

implementacédo da formula de translacdo Gauss-LegéNARTHEWS, 2004).

1.2 Indicador de Erro Residual Espacial

Em situacbes em que na equacdo (1) o termo adweetidominante sobre o
dispersivo, sera visto que o método residual aptaesse como a técnica apropriada
para obter estimativaa posteriori do erro da solu¢do numérica da equacd® A
(JESUS, 2010). Nesse meétodo residual, a contribuilgh cada elementld de uma

triangulacgaadZ, para a estimativa do erro espacial da malhaidaopelo indicador:

R = f, _i(c;:”rn —C,E_ll)+ div(D”D(6C;n +(1- Q)C;;_ll))

Tn ®3)
~vmleey +a-gcrt)-rlecr +a-ocr?)
sendof,(,t)=7,(&(.t,)+ -6 (.t,,)) uma fungdo constante por parte dada pela projecéo

7, da interpolacdo convexa d&é e 6 um parametro de discretizacdo do esquema

6A - estavel.
Dessa forma, um indicador de erro espaaiglosteriorie com caracteristicas

residuais, para a equacao parabdlica (1), seramtado

1
2
" :{z a&nRKnizm} “

KOT
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1 1
sendoay = min {hKe"E,/l"E} a funcdo de ponderacdg; o diametro do element e

€ > 0, 0 menor autovalor da matri¥x
A norma L? do indicador elemento residual (4), quando impleada em
linguagem AvA, é determinada utilizando os pontos de Gaussetoegito quadrilatero

delimitado pelas funcbes Lagrangearam;s:%(1_uju)(1—ij) em coordenadas locais

(u,w).

1.3 O EstimadorZZ

O método de recuperacdo mais popular é o conhdbédodo Superconvergente
de Recuperacdo deatch (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1992b). Nesta técnica, g € a
solucdo numeérica, um ajuste polinomial de alta rorde realizado sobre os valores
nodais dovu;, sobre um conjunto de elementos adjacentes queartitham um né da
malha (o chamadgatch). Na sequéncia, € empregada uma regressao, atbdaves
método dos minimos quadrados, para determinar yraxiemacdo melhorad& da
quantidadeVu. Assim, a normd? da diferenca; — Vu, sobre o element& é usada

como indicador de erro loca, isto €,

€k = Nk = \/] |G (up) — Vuy|?dx.
K

2
O erro global estimado pela técnicr® dado porz,, :{Znﬁ} (5)

KOQ
Este estimador de errg,, possui atrativas propriedades identificadas pela
facilidade de implementacdo e pela independéncsaogeradores que caracterizam o
problema que esta sendo resolvido, podendo seadplitanto para problemas lineares

quanto néo lineares.

1.4 O Problema Teste

Para a avaliacéo dos indices de eficiéncia dcaddirn,; e do estimaday,,, para
a equacdo do transporte de contaminantes, € imptadege uma fonte ndo pontual

contendo o elemento reativd’Sr (estroncio-90) que migra facilmente de um
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armazenamento de residuos radioativos para umeaguibnfinado. As variaveis do
modelo de transporte implementadas no codige sao as apresentadas na tabela 1 e a
solugcdo numérica € comparada com a solucdo angic

As dimensfes do dominio computacional retangularl€®0n de comprimento
por 800n de largura. A malha inicial foi dividida de forntae os 1024 elementos
retangulares sobreponham os 1089 nds igualmendgadps na direcdoe na direcao
y. A técnica empregada na solugdo numérica parareyvisurgimento de concentragdes
negativas e oscilacdes espurias foi o esqueynametrical Streamline Stabilizati¢®)
(WENDLAND, 2000). A discretizacdo temporal da eqa@€l) foi obtida pelo popular
método de Crank-Nicolson (AKRIVIS et a2000).

Tabela 1 — Variaveis do transporte d&°Sr em aquifero confinado,
adaptadas de VEXLER (1992).

VARIAVEL INPUT DOS DADOS
Velocidade uniforme doubl e Vx =1.0; /Ivelocidade em x
(m/dia) doubl e Vy =0.0; /Ivelocidade em y
Dispersividade doubl e longiDisp  =100.0;
longitudinal (m) // de 0.1m a 100m - (Kumar, 2009)
Dispersividade doubl e transDisp = 20.0;
transversal (m)
Porosidade efetiva doubl e poro =0.15; I/ porosidade
Frente de contaminante int Ymed=3; //nosacima e abaixo
(m) da contaminac&o pontual.
Concentragdo de  *Sr doubl e solute =100.0;
(mg/L)
Decaimentode 1  ® ordem doubl e reaction =0.0000678; /I meia
(1/dia) vidado *°Sr=28 anos
Coeficiente theta doubl e theta =1.0/2.0; /I método de

Crank-Nicolson-Galerkin

Solugdo Analitica bool ean AnalyticalSolution = true;
// solugdo 2D de Wexler 1992
package org.arena.water.gwfem2d.transport2D

2 Resultados e discussao

A partir da disponibilizacdo digital dos dados mwitos gerados numa simulagéo
deT = 2.000 dias, € possivel obter a visualizacdo grafica de cati&zdo e dos seus
indices de eficiéncia.

A figura 1 compara a frente de contaminacao detama pela solucdo analitica
(2) com a respectiva solucdo numérica por elemefinitos (DONEA; HUERTA,

2004), ambas implementadas no mesmo coadigo. J
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(a) solucio analitica de Wexler (1992) (b) solucio numérica do codigo JAVA

0,81

m0,6-0,8
mo.4-0,6
m0,2.0,4

mo-0,2

FIGURA 1 — Comparacao entre a solucdo analitica (a) e alscao numérica (b) do
transporte do’Sr em aquifero confinado no instanté = 80(d

Verifica-se na figura 1 que a frente de contamioaga solugcdo numérica
encontra-se atrasada em relagédo a frente da sodungditica. O objetivo do indicador
residual espacial é controlar esse erro de digeggto, fornecendo uma estimativa
confiavel do erro real, para que estratégias atiapéasejam conduzidas e que a
gualidade da solucédo numérica esteja assegurada.

Considerando cada passo de terppde uma particdo do intervalo= [0,T], 0
,7n
indice de eficiéncia sobre a malha grosseira @idefipor: E; :M—QT (6)

sendon{‘,n o erro residual espacial da solu¢cdo numérica dagéyp (1) sobre a malha

T, e a norma euclidiana do erro real.

Uma analise de erra posteriori apresentada pelo cédigavd no instante
arbitrariot = 800 é:

Erro da malha atual: 05.6194

Erro maximo de 00.3810 no no: 661

Erro residual espacial da malha: 11.2572
Erro relativo da solucdo 0.0110

Erro residual MAX = 2.9286 (elemento 416)
Erro residual MIN = 0.0001 (elemento 975)

time: 800.0

Verifica-se que no instante indicado=(80@) o indicador residual espacial possui

um indice de eficiéncia dado por

Ny, 112572

E. =—n —
" ld 56194

=2,0033.
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Esse valor € considerado aceitavel para variodlgras da Engenharia
(AINSWORTH; ODEN, 2000).
Para os demais valores dg no intervalol, a figura 2 exibe uma curva de

ajustamento com adequada aproximacado do indicéiaéneia Ef determinados em

todos os passos de tempo da simulagdo numeérica.

Nos primeiros passos de tempo, as oscila¢gdesimida solucdo numérica sao
responsaveis por apresentar valores do indiceidérefia acima do especificado para a
maioria dos problemas da Engenharia, ou seja, degAmsworth e Oden (2000),
valores acima de 3,0.

No entanto, verifica-se pela figura 2 que o indieeeficiéncia aproxima-se de 1,0
conforme o tempo avanca, ou seja, 0 indicadormatblspaciak];n, encontra-se cada

vez mais proximo do erro redk||, sendo assim, caracterizado como um estimador

assintoticamente estavel, pois,

O limite acima assegura a qualidade do indicaderedo residual espacial
definido pela equacéo (4).

45 B . -
a1 Eficiéncia do Estimador (malha original)
43
42
41
40
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38 | [
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FIGURA 2 — Eficiéncia do indicador de erro residual em fu¢do do passo de tempo. O indicador
residual é assintoticamente estavel e a sua taxadmvergéncia é da ordem de uma funcéo poténcia
com confianca de 98,04%. A eficiéncia do estimad@Z é quase nula para todos os passos de tempo.
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O estimadorZZ, proveniente da técnica de recuperacdo do gradiedo por
Zienkiewicz e Zhu (1992a) e validado para a equasguica do fluxo subterraneo
(JESUS, 2010) também € analisado em todos os paksdempo da simulacdo
numeérica e a sua eficiéncia avaliada.

Verificou-se que o indice de eficiéncia do estioréf¥. € quase nulo para todos 0s

passos de tempo. A figura 2 também ilustra o vdéoiEs para o estimadoZZ em

apenas trés instantes de tenjpo= 100d, t = 1000d et = 2000d) mostrando que
esse estimador ndo é adequado para o transpartsmtdninantes, e ainda, o estimador

ZZ subestima o erro real da solu¢gdo numeérica da aquerabdlica (1).
Valores adequados para o indicador residual @paﬂ;D</7;n <20, séo

observados a partir do 75° passo de tempo e adex@onvergéncia no tempo do
elemento residual de pode ser obtida pela curvajaste da figura 5.5, a fungéo
poténcia y = 1,0+ 82,117¢t7%933 (7) com 98,04% de confianca, sendo nimero de
passos de tempo da simulagdo numerica.

Em uma segunda andlise € feita uma reorganizagsio@s da malha inicial em
uma estratégia que concentra os nés disponiveis fufrente de contaminacade(ay
de 30%). Nesta nova malha deformada, o indice d@€émfia é reavaliado e o
correspondente indicador residual mostra-se asisiamoente estavel com melhora

significativa na sua taxa de convergéncia, confandieado na figura 3.

Eficiéncia do Estimador {malha 30%)

10

 ——Eficiéncia Residual

9 ® FEficidneiaZZ

—— Poténcia (Eficiéncia Residual)

Indice de Eficiéncia
o ™

a \\\ ¥=10+69,265¢135

2

0,035 0,013 0,012

o & & &
- > -

o 20 40 &0 BO 100 120 140 160 180 200

No. de passosde tempo de 10 dias [d]

FIGURA 3 — Eficiéncia do indicador de erro residual em fa¢éo do passo de tempo. O indicador
residual é assintoticamente estavel e a sua taxadmvergéncia é da ordem de uma funcéo poténcia
com confianca de 93,4%. A eficiéncia do estimadorZé quase nula para todos os passos de tempo.
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O caodigo dva ainda fornece a seguinte analise de arposteriorique foi obtido
em um instante arbitrarto= 700 :

Erro da malha atual: 04.8804
Erro maximo de 00.6165 no né: 661

Erro residual espacial da malha: 6.1780
Erro relativo da solucao 0.0060

Erro residual MAX = 0.9579 (elemento 455)
Erro residual MIN = 0.0000 (elemento 21)

time: 700.0

Verifica-se que no instante indicado, o estimadoewo residual possui um indice

Nx
llell

espacial, na malha deformada= 70, encontra-se mais proximo do erro real do que

de eficiéncia dado poEf = = = 1,2659. Isto significa que o indicador residual

na malha original para= 80, cuja eficiéncia erd(800) ~ 2,0. Observa-se ainda
que o indice de eficiéncia no passo de tetrp@0a, da malha deformada, é superior
ao indice de eficiéncia determinado em todos osgsade tempo da malha original,
pois, no ultimo passo de tempo dessa malha origalalila-set;(2000) = 1,7439.

A tabela 2 confronta os valores da eficiéncia meteada na malha sem o atraso
com os valores na malha deformada e mostra a bpasta do indicador residual para o
referido reposicionamento dos nos na obtencéo da smugdo numérica.

Tabela 2 — Eficiéncia do indicador de erro residual
na malha original e na malha deformada

Passo Delay =0,0 Delay =0,3
t=10 12,5093 4,1098
t=50 3,0622 1,5256
t=75 2,2856 1,2360
t=100 1,9687 1,1214
t=150 1,7703 1,0611
t=175 1,7478 1,0606
t =200 1,7439 1,0542

Verifica-se, na figura 3, que o indice de eficianao estimador residual
aproxima-se de 1,0 logo apos o 50° passo de tempoatha deformada. Ou seja, o
indicador residual demonstrou-se mais eficients@éipo de malha para o transporte de
contaminantes, em relagdo a malha original defaynulo.

A taxa de convergéncia do indicador residual pseleestimada pela curva de
ajustamento da figura 3, a funcdo poténcia 1,0 + 69,265t 35 (8) com 93,4% de
confianca. Verificou-se novamente que o indice fi@éacia do estimadofZ é quase

nulo para todos os passos de tempo. A figura 3damilustra esses baixos valores dos
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indices de eficiénciags para o estimadafZ em apenas trés instantes de tentpo (

100d, t = 100@ et = 200Q).

Consideracoes finais

E apresentado um indicador de earqposteriori para a solugdo numérica da
equacdo do transporte de contaminantes em meios@osaturado. Um codigo
computacional foi desenvolvido em linguagesw] para comparar a solugado numerica
da equacdo de adveccao-dispersao-reacdo com arsaspondente solucdo analitica
dada por Wexler (1992), em meio isotrépico e homegécom campo de velocidades
uniforme e regime predominantemente advectivo. {Dose que o indicador de erro
pertencente a classe dos métodos residuais a@gsafirmance superior ao estimador
de erro da classe dos métodos de recuperacaointa@st ZZ, quando o regime de
transporte é o de pequena adveccao.

De simplicidade computacional, o indicador residug, demonstrou-se
assintoticamente estavel para os problemas testefadsporte de contaminantes
validados na literatura. O estimador ZZ, que engreg métodos de recuperacdo do
gradiente, apresentou baixos indices de eficigrania a mesma aplicacéo. E ainda, com
a reorganizacdo dos nés da malha inicial em unratégia que concentra 0s nos
disponiveis junto a frente de contaminacao, o adbe residual apresentou um aumento
na taxa de convergéncia do indice de eficiéncia paralor 1,0 conforme € realizado o

avanco no passo de tempo.
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