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Resumo

O objetivo deste trabalho € apresentar a implema@atde um gerador automatico de
malhas para o método dos elementos finitos contuitonde acelerar o processo de
criacdo de um produto, onde através de dados geidi@dle sua qualidade pode-se
verificar propriedades inesperadas em seu protétpterminando o comportamento
térmico ou mecanico do produto em servico, perohitigjue 0os mapeadores gerem
malhas com um modelo computacional. No mapeamemtsfinito, que seré utilizado,

tanto as linhas que descrevem o contorno de umarfaip ou as superficies de
contorno de um volume sdo completamente considenaa@ o gerador de malhas. O
Software desenvolvido recebera informacdes do awqde origem do Software de

Elementos Finitos e entdo gerara a malha das fomgeasnétricas, sendo assim
avaliados os resultados, verificando a qualidadendéha, quando um quadrilatero
aproxima de um quadrado e quando hexaedro aprodienaim cubo e as suas
caracteristicas.
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Abstract

The objective of this paper is to present the immaetation of an automatic mesh
generator for finite element method in order toede@te the process of creating a
product where by reliable data quality can be ole®erunexpected properties in the
prototype , determining the thermal or mechanicadpct in service, allowing mappers
generate meshes with a computational model. Intrdresfinite mapping that will be
used on the lines that describe the outline ofrkase or contour surfaces of a volume
are fully considered for the mesh generator. Theeldped software will receive
information from the source finite element softwamed then generate the mesh of
geometric shapes, and thus evaluated the reshéisking the quality of the mesh, when
approaching a square a square and hexahedron vgmeoaahing a cube and their
characteristics.
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Introducéo

O sucesso econdémico de empresas de manufaturaatecenado pelo continuo
decréscimo do tempo para o desenvolvimento de waufw, associado ao acréscimo
de sua qualidade. Parte consideravel desse desengnto esta na criagdo do produto,
que deve satisfazer exigéncias contraditorias.

A criacdo de um produto da-se através de um prodessrativo, pelo qual a
forma (geometria) e a disposicdo mutua dos compesdtopologia) de um produto €
aprimorada até que todos os requisitos, tais camoidnalidade, vida util, seguranca,
custo, adequacao ao meio ambiente, etc., sejamghidas. Para acelerar-se o processo
de criacdo de um produto, necessita-se de dadds\amna relativos a sua qualidade,
muitas vezes em uma fase prematura, antes mesnexisténcia de um prototipo.
Como alternativa calcula-se as propriedades dessiitp baseando-se em métodos
numéricos.

Os calculos referem-se basicamente a determinag@&ordportamento térmico
ou mecanico do produto em servico. Eles sdo relmgzatilizando-se, entre outros, o
Método dos Elementos Finitos (MEF). Assim pode-séemininar, por exemplo, a
distribuicdo de temperaturas ou tensdes resultaotes acdo de cargas estaticas e/ou
dindmicas. Dessa forma pode-se analisar 0 compentande um componente, de um
conjunto ou de uma maquina completa.

Uma das tarefas de toda analise pelo MEF é a gem@&dmalha, ou seja, a
descricdo do objeto a ser analisado através deestem finitos, do ponto de vista
matematico significa subdividir o dominio de vatidadas formas que descrevem o
comportamento do componente em subdivisdes repeeikepelo elemento da malha de
EF. No entanto antes de empregar-se os gerada@aadicos de malhas, 0s usuarios
precisam definir o objeto a ser calculado como uodeto computacional. Nesse
processo € necessario levar-se em conta uma sérieesiricbes geomeétricas e
topologicas.

Os mapeadores geram malhas com variagcédo regulagueepa distorcdo dos
elementos, que apresentam um comportamento muiodno relacdo a convergéncia
(WALZ et al., 1969), mas em contrapartida a de&origa geometria precisa ser bem
mais detalhada. Devido a qualidade das malhas adie wvez mais sdo utilizados os

mapeadores.
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No mapeamento a discretizagdo ocorre em dois padsgeracado de elementos
€ sempre feita em uma regido unidimensional, bidgiomal ou tridimensional unitaria.
Essa malha gerada na regido unitaria €, em um pssgpainte, projetada para a
geometria, utilizando-se funcdes de mapeamentainOipal ponto desses meétodos esta
na determinacéo e utilizagéo das fungdes de mapgarmendo na geracao da malha na
regido unitéria.

Assim podemos verificar que 0 Mapeamento Trartsfipiojeta a malha gerada
na regiao unitaria para a geometria real do compene

No mapeamento transfinito tanto as linhas querdesm o contorno de uma
superficie ou as superficies de contorno de unmvelsdo completamente consideradas
(GORDON et al., 1973; HABER et al., 1981). Dessanfm, linhas de formas livres,
inclusive com cantos vivos, podem ser utilizadas pdescreverem uma superficie
(SHEPHARD et al., 1981).

No mapeamento transfinito a descricdo de um qudaerd € realizada através de
interpolacao bilinear entre as linhas opostas ddocno. Além dos contornos podem
ser utilizadas linhas internas (WU et al., 1979ge goossibilitam a descricdo de
superficies com maior grau de complexidade. A paiacdo transfinita de corpos
tridimensionais segue o mesmo principio. No casamehexaedro realiza-se uma

interpolacao trilinear entre suas superficies aearo.

1 Superficies e Volumes

O conceito de curva demonstra a idéia de um gbjet@ linha continua no
espaco. Segundo Gleicher (2004, p. 1, traducacajogsia curva paramétrica € um
mapeamento continuo de um espago unidimensioraluparespaco n-dimensional.

Em meados do século XX, desenhar curvas brandasmalelar uma geometria
especifica era considerado um trabalho dificilstidéoso. Em 1959, Paul de Fagnet de
Casteljau um funcionéario da Citroén®, iniciou aefarpara a obtencdo de curvas e
superficies brandas combinando e tornando novasnabas de poligonos para
modelagem de chassis. Simultaneamente, na Renali@®yre Bézier também
produziria curvas para o mesmo fim, que atualmeéte conhecidas como curvas de
Bézier. Conforme Bézier (1970) a curva ficou formahte conhecida com a publicacdo
de seu trabalho.

O tipo de curva que deve ser escolhida dependerabfeto que se deseja

definir, isto é, a sua aplicagdo. Basicamente,atragna curva que passe por um

93 Perspectivas em Ciéncias Tecnologjoasl, n. 1, fev. 2012, p. 91-129



Perspectivas em Ciéncias Tecnologicas

conjunto de pontos caracteriza um problema depolacéo, ao passo que definir uma
curva que se aproxime de um determinado conjunt@algos € um problema de
aproximacao.

Para compreendermos melhor € necessario entermerceito de interpolacéo
gue € um método que permite construir um novo cwojue dados a partir de um
conjunto discreto de dados pontuais previamentdeamdos; assim também torna-se
importante conhecer um pouco sobre a aproximacé@ gquma representacao inexata de
algo que apesar de tudo ainda € suficientementenpa@ara ser utilizada.

Os polinbmios foram uma das primeiras escolhas aaalucdo de ambos os
problemas acima citados, mas sua desvantagemeaesterylobalidade, ou seja, quando
alteramos o valor de qualquer ponto, toda a curafetada. Isso implica no niumero
reduzido de aplicagdes que um polinbmio pode tem@melagens de curvas, restrito a

pequenos intervalos ou a um namero baixo de pal@a®ntrole.

1.1 Curvas de Bézier

A férmula para curvas desenvolvidas por Pieri Bezepie posteriormente
recebeu o seu nome ganhou grande importancia questadada por Paul de Casteljau
no fim da década de 1950, com o objetivo de cmametodo eficaz para a modelagem
de carros. Baseado nos principios de Hermite, teirseus trabalhos em projetos de
automaoveis para a empresa francesa Renault, Béziescentou dois pontos de controle
as constantes de Hermite determinando os doisegetangentes nos pontos inicial e
final.

Naquela época, Bézier trabalhava como engenheiomneebeu uma nova
formulacdo de curvas para representar carros erputador. De fato, a curva de Bézier
€ uma forma aproximada de curva polinomial, espmeiate concebida para ser
controlada de forma conveniente. Na sua forma tadsional, a curva de Bézier é hoje
base para varios programas graficos como o Addlsrtitor e Corel Draw. Algumas
fontes também como TrueType e Post Script Type éambado armazenadas como
curvas de Bézier.

As formas mais importantes das curvas de Bézieas&juadraticas e cubicas.
Curvas de grau maior implicam em um custo maisagle\de célculo e processamento.
O método atualmente mais utilizado para avaliacuesas de Bézier € o algoritmo de
De Casteljau (FARIN, 1990) que pode-se definiregumte maneira
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* Suponha que queiramos aproximar uma curva polin@ntee dois pontop, e
p,dados

* A solucdo natural é um segmento de reta que passapfp e plcuja
parametrizagdo mais comumpgu) = (L—-u) p, +up,

* Podemos pensar e(u cgmo uma média ponderada entre,e

‘Observe que os polindbmidé—u e ) somam 1 para qualquer valor de

+ S&o0 chamadas de funcdes de mistolen@ing functions

pl

pO

Figura 1. Curva Polinomial

* Para generalizar a idéia para trés pontps, p, € p, consideramos

primeiramente os segmentos de rpta- p, € p,p,

p01(u) =@d-u) Po TUP
p,(U) =@-u)p, +up, 1)

* Podemos agora realizar uma interpolacéo epfré&s e p,)(u)

Poz (U) = (L= U) py, (U) +upy, (U) = L-u)? P +2u@-u)p, + u? P, (2
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Figura 2. Algoritmo de De Casteljau= 025

Figura 3. Algoritmo de De Casteljaui= 0.5
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1

Figura 4. Algoritmo de De Casteljau= 0.75

Fo Hy

Figura 5. Algoritmo de De Casteljau

A curva obtida pode ser entendida como a “mistdcs’ pontosp,, p, € p, por

intermédio de trés fun¢bes quadraticas:
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by, (U) = @L-u)*
b12 (u) =2u-u)
b,, (u) = u? 3)

* Aplicando mais uma vez a idéia podemos definir aftzca por 4 pontos:

poz(u) = (1—U)2 P + 2U(1—U) P, +u2p2
p12(u) = (1—U)2 p, + 2U(1—U) P, +u2 Ps

poa(u) = (1_ u) poz(u) + Uplz(u) = (1_ U)3 Po +3U(1—U) p, + u’ Ps (4)

u =025 F3

Figura 6. Reaplicagéo do Algoritmo de De Casteljpg 025
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L

P (1)

=105
Fa

Figura 7. Reaplicacio do Algoritmo de De Casteljgg 0.5

=075

Pa

Figura 8. Reaplicagéo do Algoritmo de De Casteljgg 0.75
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B

Figura 9. Reaplicagéo do Algoritmo de De Casteljau

* Novamente temos uma curva dada pela soma de 4dsird® mistura (agora

cubicas), cada uma multiplicada por um dos 4 pontos

bea(u) = - u)°

by;(u) = 3u(-u)®

b,,(u) = 3u*(1-u)

by, (u) = u® (5)

 Em geral, uma curva de grawpode ser construida desta forma e sera expressa

por

pox (U) = i bjn (U) pj (6)

Assim como a curva de Hermite, a curva de Bézimb&n possui pontos de

controle, porém quatroR, P,, P, e P,) ao invés de dois, como na formula de Hermite,

e dois vetores tangenteR (e R,), que equivale &, e T, em Hermite.
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5

Figura 10. Curva de Bézier

Dado queP, e P, séo os pontos inicial e final da curva, e os ppfoe P, os

pontos intermediarios, os vetores tangentes s@&ondieiados como:

R =3(F,-F)
R4 = 3(P4 - Ps) (7)

A de Bézier também €& composta pela ponderacéao ld@®mios, denominados

polindbmios de Bernstein (Figura 11).
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Figura 11. Polinbmios de Bernstein: funcfes de pasa a curva de Bézier
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Para o caso de terceira ordem, o polinbmio queaelesa curva de Bézier é:

xt)=P, =at’+bt’+ct+d, =C, T =G,M,T (8)
onde,
GX = [Plx I:)2x P3x I:)4x] (9)

e M, é a matriz de coeficientes da base Bézier

-1 3 -31

M, = 3 -6 3 O (10)
-3 3 0 O
1 0 0 O

A figura 11 monstra que cada ponto de controleypasfiuéncia sobre a curva.
Para B =4, a funcdo de Bézier expande o conceito de pondleracassume carater
polinomial, ou seja, controle ndo-local, onde todegontos de controle participam da
formacéo ponderada da curva.
Po Pl (11)

GX = [Plx P2 P3

X X

e M, é a matriz de coeficientes da base Bézier

1 -4 6 -41
-4 -12 -12 4 0

M,=|6 -12 6 0 O (12)
-4 4 0 0 O
1 0 0 0 0

Outra formulacdo bem conhecida e utilizada dadlites, é a curva de Bézier

paramétrica b(t) considerada como a somatdria dos polindmios densBsin

multiplicados pelos pontos de contrdle
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b(t) = Y bB"() (13)

onden é o grau da curva de Bézier. As funcd@®qt) sdo os polinémios de

Bernstein, e sdo definidos por (FARIN, 1990):

nl .
Bln(t):(nJ ti (1_t)n—i , Onde(nj: |I(n—|)l sel<i<n (14)
! : 0 caso contrario

Para o caso mais comum, onde3 tem-se:

Bo(t)=(L-t)° =t +3t* -3t +1

Bl (t) =3t.1-t)* =3°-6t> + 3t

B3(t) =3t%.(1-t) =-3t3+3t?

B3 (t) =t° (15)
Observa-se que os coeficientestdis polinOmios de Bernstein para o grau 3

sdo os menos coeficientes da maiviz da Equacéo (14). Cada polindbmi) (t tem

um unico valor de maximo, que ocorre énavn. Isso causa o que é chamado de
controle “pseudo-local”’, ou seja, ao mover-se ura pgontos de controle, a forma da
curva sera afetada mais fortemente na regido pedaieste ponto, todavia, toda a curva
é afetada (PARENTE, 2000).

Os polinbmios de Bernstein possuem algumas praiesique sdo passadas as
curvas de Bézier. A principal delas € que qualq@moémio € sempre positivo no
intervalo de [0,1] e que:

By (0) =1 (16)
Bl =1

Além disso, pela Figura 11 pode-se ver que a saimalé todos os polinbmios

resulta na unidade:

_Zn: B'(t) =1 (17)
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Figura 12. Polindmio cubicos de Bernstein

Com estas propriedades, pode-se chegar a umaqutage da curva de Bézier,

denominada de “convex hull”, que diz que a curv8éeier estd completamente dentro
do maior poligono convexo formado pelos pontos detrole P, a P,. Qualquer

transformacdo de escala, de translacdo ou de ootig&urva pode ser feita apenas
realizando as transformacdes dos pontos de contEsta propriedade também é
utilizada para a checagem de interferéncia entreasuAtravés da interferéncia entre
curvas pode-se citar como exemplo de aplicacddanlodde interferéncia de bragos

robdticos. Se as trajetorias de dois bracos sawitdsspor curvas de Bézier, em vez de
se realizar o célculo de possiveis interseccdesalfazer o teste do poligono convexo,
que é muito mais simples (FARIN, 1990).

Figura 13. Curvas de Bézier
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Necessitara unir duas curvas de Bézier com osr#egyiontos de controle:

Curval:P, P,, P, eP,

Curva2:P,, R, R, P, R, R, Py, Py, Py, PsePR,

Entdo, devemos garantir a continuidade paramét@icae a continuidade
geométricaG', ja que tendo o pontB, em comum, garantimos ja a continuidazfe e
G°.

C' é dada porP,-P, =P, - P,

G' é dada porP, - P, =k(P, - P, ,)ondek >0

Se garantirmos que estas relacdes sdo validas, sat&m um método para unir

0S segmentos de curvas.

A obtencéo das curvas de Bézier para 4 ponsR, - P;,- P,) segue o mesmo
raciocinio descrito anteriormente, ponderando duagas,C,—P,-P,-P, e C,—P,-

P,- P,. O desenvolvimento desta idé€ia € o seguinte, case ha figura abaixo:

Figura 14. Curvas de Bézier com 4 pontos

Desta maneira, dadas as curéase C,, definidas parametricamente, em funcad de
a curvaC, pode ser expressa por:

C,=(@-t)*C,+t*C, (18)
Cujo desenvolvimento resulta em:
C,(1)=(-t)°*P +3*t* 1-t)**P, +3*t** (L-t)* P, +t** P, (19)

Paratentre O e 1.
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Pl

P4

F1

P3

Figura 15. Curvas de Bézier por 4 pontos

Dada a equagéo 15 podemos dizer que para 6 pamdesio= 5 temos:

P(t)= (1-t)°P, + +5t(L-1t)*P, +10t*(1-t)°P, +10t*(1-t)* + 5t* (1-t)P, +t°P,
(20)

1.2 Curvas B-Splines

Existem familias de funcbes de mistura que podemuskzadas para gerar
qualquer curva spline para um determinado vetardde Tais familias sdo chamadas de
funcdes basgara as splines, com o significado de que todaadqger curva spline
pode ser obtida por uma férmula geral, com os odécontrole adequados. Existem
muitas familias de funcdes de mistura que BaAwdes basesmas existe uma em
especial que oferece o melhor suporte e consegqiiente o melhor controle local: sdo

asBasis-splinesou apenaB-Splines As curvasB-Splinesdo definidas por:

L
P(t) =2 PNy (t) (21)
k=0
E as funcdeB-Splinepor:
t—t t . —t
Nk,m (t) = (—kj'Nk,m—l (t) + (k—j'Nkﬂ,m—l (t) (22)
L T Lom ~ e

sendo:t, : os valores do parametro;
T=(t,.t,,t,, ...): vetor de nos;

L =k + 1: namero de pontos de controle;

“m’. € a ordem das funco&sSplines
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A formula acima € uma definicdo recursiva pararstacao de uma funcdo de
ordem ‘M’ a partir de duas funcdods-Splinede ordem th-1". A funcéo de primeira
ordem é igual a 1 dentro dos seguintes intervalos:

1 parat, <t<t,,,
0 paraoutrointervalo

Ny, (t) = {

Noa®) =1 Noa 0 + 25N, ) 3

Caracteristicas dd&&Splines

- Permitem um controle local melhor porque cadagade controle é associado
a uma funcad-Spline O controle local caracteriza a capacidade de ficagéo de um
dos polinbmios de uma curva sem alterar os demaisim, cada ponto de controle
exerce influéncia na curva somente no intervalmag® no qual sua respectiva funcao
baseB-Splinendo € nula (no seu suporte);

- Possibilita a mudanca na ordem da funcao baseseqientemente no grau da
curva, sem modificar o numero de pontos de controle

Um exemplo de funcao base é a primeira furig@plinede ordemm=2, para os
nés equidistantes, onde:

t paraOst<l1
N (t) =92-t parars1<2

0 para outro intervalo

N,,(t) €& um pulso triangular deslocado de uma unidade “te

Ni,z(t) = No,z(t)-(t —i).

A Noa(t)

1 2 !

Figura 16. Funcao base para a spline de prime&o gr
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No,3(t) = 12-N0,2 ) +3_;-N1,2 (t) (24)

Para funcdes B-spline quadraticas n=3) baseadas nos mesmos noés
equidistantes, € necessario obter someéife(t), pois as outras fungdes sdo somente
translacdes desta: o primeiro termo € uma rampasveprimeiro pulso triangular, e o
segundo termo € uma rampa decrescente vezes odseguiso, produzindo duas
paradbolas coicidentes em uma extremidade. Quandiuas fungdes enN . (t $&o

somadas, as extremidades desaparecem e o puldameEstem uma derivada continua.

O segmento médio envolve a soma de duas quadreggasando:

0 paraoutrointervalor
NG = t2/2 para0<t<1

3/4-(t-3/2)* paralst<?2

(3-1)%/2 para2<t<3

f Nos(t) No ()
V\//
J o\
A
VAN

Figura 17. FungBes base para a spline quadratica

As outras forma dseplinequadraticasN, ;(t )sao obtidas facilmente quando os

nos sdo equidistantes: se otpé=k entdaoN, . (t) =N, (t-k )
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A spline clbica € aspline mais utilizada, cuja fungadl, ,(t), sendo simétrica
ao redor dé=2 e pode ser representada compactamente como:
u.(l-t) paraOsts<1
v.(2-t) paralst<2
No.(t) =4Vv.(t—2) para2s<t<3
u(t-3) para3<st<4
0 para outro intervalo

onde os dois segmentagt) e v(t) sdo dados por:

u(t) = %.(1—03 (25)
1 3 2
u(t) =231 -61° +4) (26)
A Nt T V1) * u(n)
2/3 :
@-1) ; S ( 1
V- ~
5 \\ 43 'k\
Ry u(l -1 /i \\\ I: \
W A\ ' | %
/l \“\ ’ \ |

Figura 18. FungOes base para a spline cubica

O célculo das derivadas mostra que a primeira ansiegderivada dapline
cubica sdo continuas. Baseado no raciocinio exp@sgduncdes anteriores, a funcao
], e € positiva.

N, . (t) inicia emt, e termina ent,, , Seu suporte [ék,t

k+m? k+m

1.3 Rational B-Spline

O métodoRational B-Splinewsado para interpolan pode ser expresso da

seguinte maneira:
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S(9 =Y AR, (9 27)
S™(x) = Z AR (X) (28)
Quando

R, = Rational B-Splinale ordenk (condi¢ao =k -1).
R'Y = nP derivada d&®Ational B-Splinale ordenk.

A diferenca entre o métodRational B-Splinee 0 métodoB-Splineé usar o
método B-Spline de funcbes béasicas substituidas pelo usdraonal B-Splinede
funcdes bésicas.

UmaRational B-SplingR; , (x) , de ordenk € definida como:

R« (X) =W;N; (x)/Zn:Wj N; . (X) (29)

Onde W, é uma seqiiéncia com valores positivosB/Spline N, ,(x) da

equacao 76 cormnots T;, T, T..., € definido pela relagéo de repeticdo como:

jerree | ks
X=T, T —X
Nj,k(x) :—Nj+k—1(x)+—Nj+1,k—1(X) (30)
Tj+k—1 _Tj ik~ Va1
Parak >1, ej=1,...,n.
LT <x<T,
N ={o e s

0, outrointervalo

Parak=1

A equacao 29 mostra que uational B-Splinele ordenk pode ser obtida pela
modificagdo dd-Splinede ordenk. As equacOes 29-31 produz valoresRjg (x parp

um ordem especificada, sequéncia knot, e uma impertseqtiéncia no dominio de
interesse pela combinacéo linear de quantidadésvass
Rational B-Splinem um numero de propriedades interessantes, aky$ao

pertinentes para os procedimentos numerais usadosleres estimados e aplicacdes.

O valor diferente de zero dB,,(x ogorre somente no intervalbj,Tj+kJ em uma

sequéncia knot. Em outras palavras, tRagional B-Splinede ordenk é diferente de
zero somente de novode intervalos adjacentes entre knots. Um outractaristica de

Rational B-Splinede ordenk é que para qualquer ponto determinadamo dominiok

110 Perspectivas em Ciéncias Tecnologjoasl, n. 1, fev. 2012, p. 91-129



Perspectivas em Ciéncias Tecnologicas

adjacenteR; , (x) & zero. Valores diferentes de zero Rational B-Splinepodem ser

escritos como:
YR, (=1 (32)
j=1

Note que, uma mudanca e afeta aRational B-Splinesempre no intervalo
de [Tj,Tj+k]. Como um resultado, o escopo pode exercer umratentocal de

movimentos caracteristico pelo ajustamento pagraigWV, .

1.4 NURBS

Um tipo derivado das curv& Splinessdo os NURBS Non Uniform Rational
B-Splines- splinesque utilizam func¢des base racionais e um vetarddendo uniforme,
demonstrando que € um modelo matematico usadogeasa e representar curvas e
superficies. Uma funcao racional é definida commazéio de duas funcbes polinomiais
(Choi, 1991). Uma desvantagem das cuB&3plinesé a dificuldade na representacéo
de secbes conicas (hipérboles, elipses, parabota) vetude da representacdo
paramétrica destes tipos de curvas se dar na fdemiancdes racionais, possibilitando a
representacdo de secdes conicas e curvas de fdinress utilizando funcbes base
racionais e um vetor de nds nao uniforme, alémcdaacteristicas apresentadas pelas
curvasB-Spline

Uma curva NURBSQ(u)de graup define um pronto no espaco 2D com o
parametro escalarassumindo valores dentro de [0,1].

Z N, , (U)W, p,
Qu) == (33)

MO

no qual um conjunto de pontos de controlg, formam um poligono de controleve
sdo 0s pesos. Um aumento no pe&gopuxa a curva mais proxima para o ponto de
controle p;. N; ;(u)é ai-ésima funcdo bageSplinede grawp (ordemp+1).

As NURBS sdo curvas enR™ (porque tem coordenadas homogéneas),
Q(u) O R™,

Um vetor de nds nao-uniforme, com uma sequéna@aleérescente de nimeros

reais é definida como:
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u= ?,.45}‘.2,%%31, ,..lb (34)

p+l Pt
no qual0<u <u,, <1i=0,..,m—1em= numero de nés. Os nés em uma curva
NURBS sé&o os pontos em parametro espacado ondevas @olinomiais racionais sdo
unidas juntas para formar um segmento multicurva.
Considerando a maneira de introduzir coordenada®féneas para uma curva
B-Spline que deriva a definicho de NURBS, através ml¢l pontos de controle
Py» Py P, € vetor de nési ={u,,u,,...,u, } dem+1 nds, a curv-Splinede graup

definida por estes parametros € a seguinte:
Q) = z N, (U)p, (35)
i=0

E necessario deixar o ponto de contrpleser reescrito como um vetor coluna

com quatro componentes com o quarto sendo 1:
Xi

o =|” (36)

1
Para coordenadas homogéneas, multiplicando a eadd de um ponto com
um numero ndo-nulo ndo muda sua posi¢ao. Pode-Biplioar a coordenada de,
com w; para obter uma nova forma em coordenadas homagiénea
WX,

WY,
W, Z;

Pi (84)

W,

Substituindo esta nova forma homogénea na equiecéorvaB-Splineanterior,

sera obtido o seguinte:

Zn: N, W, X,
i=0
WiXi n
. . Wiy, goNi'pWiyi (37)
Q(U)ZZNi,p(u)pi:ZNi,p(u) = n
i=0 i=o0 W, Z,
" IzzoNi,pWizi
Zn: NG W,
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Entdo, o pontdQ(u) também esta em uma forma de coordenadas homogéneas
E possivel converter a férmula anterior para camda cartesiana dividind@(u pelo

quarto componente:

IO
SN )W)
iN,p(U)(W y|) z N X
i=0 i p(u)W
Q=1 SN, ) |7 Z . (39)
— P N, s
= ; S (nyw )
>N, W)W 2)
SN, )
_1 -
Finalmente, atingi-se a formula a seguir:
QU= 3N, Wwp, (39)

DN, , (U,

Isto & a curva NURBS de grauefinida pelos pontos de controfg, p,,..., P, ,
vetor de nowu :{uo,ul,...,um}, e pesosw,, wW,,...,w, . Pode-se observar que em virtude
do pesow, ser associado com o ponto de contrplecomo seu quarto componente, 0

namero de pesos e o nimero de pontos de controdendser iguais.
Podemos entéo resultar pela definicdo de NURBS que
1- Se todos os pesos forem iguais a 1, uma curva NUBBE& para uma cuni:
Spline Neste caso, pontos de controle em formas homageéio idénticos para
sua forma cartesiana convencional e o denominatlor é
2- As curvas NURBS séo racionais, sendo que o valdtipticado para os pontos

de controlep;, N; ,(u)w;, € um polindmio de grap. O denominador € a soma

de todos os coeficientes e, conseqientemente, tar@hém polindmio de grau

p. Como resultado, o coeficiente do ponto de coatmwl é o quociente de dois

polinbmios de grap e a funcadQ(u ) racional.
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Desta maneira podemos ver que as cuB+&plinesdo casos especiais de curvas
NURBS. Além disso, visto que curvas NURBS sdo ra® circulos, elipses,
parabolas e muitas outras curvas que sao impossigal curvad3-Splinesdo agora
possiveis como curvas NURBS.

Mas é possivel questionar se as curvas NURBS [3@® déispeciais de curvas. Na
verdade, elas sdo simplesmente outro tipo de ci&sline Considerando o ponto de

controle p, = (w,x

W y,, W, z,W ) este ponto revela quatro componentes e pode ser
tratado como um ponto no quadro espaco, e conseqiente,Q(u) abaixo torna-se

uma curvaB-Splineem quatri dimensoes:

n n x)y(l _Zn:Ni,p(V\/iYi)
Q(u) :ZNi,p(u) Pi =ZNi,p(u) V\;Z-I = I;O (40)
VVi ZONi,p(\Nizi)
iNlp(\M)

Em uma interpolagdo geométrica de coordenadas dg@meas, dividindo os
primeiros trés componentes de coordenadas peldoguadquire-se o equivalente a
projetar um ponto em quatro dimensdes para o paxio Tendo em vista que a curva
acima é convertida em uma curva NURBS, dividenddr&s primeiras coordenadas
com o quarto componente, conclui-se que uma cubdRBS no espaco tridimensional
€ meramente a projecao de uma clBv@plineem quadri dimensdes espaciais.

Determinadas propriedade importantes de NURBSIado um conjunto de=1

pontos de controlep,, p,,...,p,, cada um é associado com um peso ndo negativo
(isto é, p. tem pesow, = 0, e um vetor de néa ={u,,u,,...,u,,} dem+1 nés, a curva

NURBS de gray € definida como segue:

QW =YR,W)p (a1)
no qualR  (u) e definida a seguir:
N; , (U)W,
R,(U)=—"— (42)
Z N, (uw,
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Desta maneira podemos destacar que NURBS € umesatieacdo d&-Spline

herdando todas as propriedadesBd8pline As mas importantes para fungbes base
NURBS séao:

R ,(u) € uma funcdo racional de gremu.

N&o negatividade — para todosp, R ,(u) € ndo negativo.

Suporte Local R ,(u )¢ um ndo-nulo ertui ,ui+p+1).

Em qualquer periodo de r{r’;, ,ui+p+1), no méaximo IPI+1 func¢des base de gpau
sdo ndo-nulas, isto & _, (U , R_,.,,(U), R_,.5,(U),..., eR J(u).

Particdo de Unidade — a soma de todas fun¢gbesrndamsaulas de grap no
periodo[ui ,ui+p+1) el

Se o0 numero de nésnét+l, o grau das fungbes basp € o numero de fungdes

base de grap én+1, entdom=n+ p+1.

Funcdo basé&k ,(u ¥ uma curva composta de funcGes racionais depgcamn
pontos de acoplamento nos nés hmui+p+l).

em um né de multiplicidade funcao bas&k ,(u ¥ CP™* continuo.

Sew, =c para toda, ondec € uma constante nao-nulg,,(u) =N, ,(u . )

Podemos concluir que funcfes bBs8plinesdo casos especiais de funcbes base

NURBS quando todos os pesos tornarem uma constd@igenula. Assim deve-se

mencionar em especiekl.

Nas importantes propriedades de curvas NURBS pedeerceber que existe a

possibilidade de uma NURBS estar aberta, semi-feclgafechada. Como curvBs

Spline,se os primeirosp+ Inds e os Ultimosp+ Ids sdo iguais para o fim da

esquerda e da direita do dominio, a curva é sechafia.

1-

2-
3-

Curva NURBSQ(u )é uma curva por partes continuadas com cada canfmn

uma curva racional de grau

Aigualdadem=n+ p+ ldeve ser satisfeita.
Uma curva NURBS semi-fechad@(u p3gssa pelos dois pontos de controle

finais p, e p,.

4- Propriedade de Fecho Convexo Forte: a curva NURB®rgida no fecho

115

convexo de seus pontos de controle. Além dissa, egta no periodo de nés
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[ui,ui+p+1), entdo Q(u)estd no fecho convexo dos pontos de controle

pi—p' pi—p+1!"'! P -

Esse processo tem sido executado de modo nitidojtpelo que todos 0s pesos
devem ser nédo-negativos. Se alguns deles sao vegga propriedade de fecho
convexo forte ou até a propriedade de fecho conw@xosuportara. A seguir, a figura
23 é uma curva NURBS de grau 2 corx 2, m=5e 0s primeiros trés e ultimos trés
nos semi-fechados. Os pesos dos dois pontos delkeot@rminam em ambos 1 e 0 peso

do ponto de controle do meio € 0.5. isto € uma alighico. O segmento da curva fica

contido no fecho convexo.

Figura 19. Curva NURBS de Grau 2

A figura 24 apresenta o peso de ponto de controlendio configurado para
zero, assim este ponto de controle ndo revela merdieito, o resultado é o segmento
da linha determinada pelas extremidades. Aindada#ido no fecho convexo. Se o
peso € mudado para -0.5, o seguimento de curva r@mtido no fecho convexo e

consequentemente a propriedade de fecho convéxdahforme figura 25.

Figura 20. Curva NURBS de Grau 2
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Figura 21. Curva NURBS de Grau 2

5- Esquema de modificacdo local: mudando a posicapamvo de controlep,
somente afeta a cun@(u) no intervalo[ui 'ui+p+1)'

Isto segue da propriedade do esquema de modifidacabde fungbes bade

Spline Recorde queR ,(u )$ ndo-nulo no intervaldgui,u ) Seu ndo esta neste

i+p+l
intervalo, visto queR ,(u )e zero eR  (u)p; ndo tem nenhum efeito em computador
Q(u) . Por outro lado, se esta no intervalo indicad®g, ,(u é)ndo-nulo, e s& ,(u)p,

€ mudado, entdo deve-se fagdu . )

Este esquema de modificacdo local é muito impaetauat projeto de curva,
porque pode-se alterar uma curva localmente senamaufbrma de um modo global.
Além disso, se uma nova definicdo de forma da carexigida, pode se inserir mais
ndés ( e entdo mais pontos de controle) de modo aguegido afetada possa ser

restringida para uma muito menos.
6- Q(u) é C"™ continuo em um né de multiplicidale
Seu ndo é um nés(u Estd no meio de um segmento de curva de geagé
entdo infinitamente diferenciavel. $2€ um n6 no dominio nado-nulo dg ,(u , )
. -k ’ ~ 7 o
considerando qu® ,(u ¢ somenteC "™ continuo, entdo é necessario fa@gu . )

7- Propriedade Diminuindo variacédo
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A propriedade diminuindo variacdo também suporta parvas NURBS. Se a
curva é contida em um plano, a reta néo intercg@piz curva NURBS mais vezes que
seu poligono de controle.

8- CurvasB-Splinee Curvas Bézier sdo casos especiais de Curvas SURB
Se todos os pesos forem iguais, uma curva NURB&-®& uma curvB8-Spline Se,

além disso,n = p(isto é, o grau de uma curBSplineé igual paran, 0 numero de
pontos de controle menos 1) e exist@p+1)=2(n+1) nés comp+l deles semi-

fechados em cada fim, esta curva NURBS reduz paeaaurva Bézier.

9- Invariancia Projetiva.

2 Mapeamento transfinito

O mapeamento transfinito é onde as curvas de cantte uma superficie ou as
superficies de contorno de um volume sdo completianeonsideradas (GORDON,
1973). Desta forma curvas de formas livres, ingkigiom cantos vivos, podem ser
utilizadas para descreverem uma superficie.

No mapeamento transfinito a descricdo de um ¢asato é realizada através de
interpolacao bilinear entre as curvas opostas atoomo. Além dos contornos podem
ser utilizadas curvas internas, que possibilitadescricdo de superficies curvas com
maior grau de complexidade. A interpolacéo traisfide corpos tridimensionais segue
0 mesmo principio. No caso de um hexaedro reaézassa interpolacédo trilinear entre
suas faces.

Para descrever este mapeamento € necessarioumitrar conceito de um
projetor P. Um projetor é qualquer operador linear idempetegtie mapeia uma
superficie real numa superficie aproximada, sujitsertas restricdes interpoladoras.
Deste modo, ha uma enorme variedade de possivgsqes.

O projetor faz uma interpolacéo linear entre duasas de contorndf o e W 1:

P [F] =P(s,)=(-t) Wo(s}t Wa(s): O<s<1, O<t<1 (43)
ondes € uma coordenada paramética normalizada ao loegéd ¢l e W,, et € uma
coordenada paramétrica que tem um valor igual@ear o e um ent ;.

Conjuntos destes simples projetores lineares rpoder “misturados” para
transformar projetores mais complexos que mapessaurvas d& em todos 0s seus
pontos. Um projetor que opera numa redoontornada pelas quatro curvas(t),
Si(t), To(s), Tu(s), € mostrado na figura 26 (a). Dois projetores dudsipodem ser

formados, um interpolando na direcdo S e o outrdinegao T-:
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Ps(s,)=Qt) To(s)+T1(s) O<s<1, (44)
Pt(s,t)=(1-s)S(t)+sS(t) o<t<1 (45)

Estes projetores sdo mostrados na figura 22 (b3).ed projetor produto
PsPt[F}=PtPs[F] € mostrado na figura 22 (d). Este projetor mapeexatamente nos
quatro cantos com aproximacoes lineares ao longogdatro lados. Finalmente, o
projetor de soma booleana é definido tal Eu& mapeado em toda a superficie, figura
22 (e):

(Psl Pt)=Pst=Ps+Pt-PsPt (46)

Mapeamento Transfinito baseado em descri¢cdesrgdascdiscretas fornece uma
base efetiva para geracdo automatica de malhakeuherdos finitos. Eles sdo gerais,
simples de implementar e computacionalmente etieseriNao ha nenhuma restricdo na
geometria das curvas de contorno quando a forn@etisdo mapeamento é usada.
Restricdes topoldgicas podem ser impostas ao magmgampara minimizar a

quantidade de dados de entrada requeridos.

* MAPEAMENTO TRANSFINITO .0 i

Pst = Ps +Pt - PsPt

PATCH ¥ 0o @ o
Ps Pt
2oL N
; o L B o o . B
| R \
[ 1 1 \
[EalElel | H
TR E | !
(b) ;
PsPt
! S i, it 51 3
F A Eact et -1 %
NERETEE T
S EEEEEEE T
OO B R !‘ B e

L]
1]
\ o - /
“AT I el

Figura 22. Mapeamento Transfinito Bilinear
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No entanto o trabalho se dara em um espaco tnidiilmeal que segue o mesmo

principio acima mencionado, sendo utilizado um kexa o qual realiza-se uma

interpolacao trilinear entre suas faces.

Desta forma se verifica a necessidade de utifieade métodos matematicos,

trabalhando-se no entanto com produto escalar dufwovetorial para atender as

necessidades de calculos na geometria do hexaedro.

Assim sendo:

N\~

r
0,0,0

Pode-se utilizar de calculos como:

[ dx(r) dy(r) dz(r)}r

| dr dr

[dx(s) dy(s) dz(s)}s o
ds ds

) dy) dz(t)} Com ¢

| dt dt dt

Assim como:

(t'xr)s

(47)

Assim sendo para se chegar nos trés primeirosloaléypreciso passar por:

Equacédo paramétricas de curva
Vv=?

Xo1 Y01 %o
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x=f,(r)
y=f,(r)it0fo]
z=1,(r)

% = 1,00 (48)
Yo = f,(0)
z,= 1,(0)

Objetivo: qual o valor dep?

?

Vz Vl

o=os| (30

V.V, = V,|V,| cos®

(49)

of of of
v, =[ 20 3, o)
or or or

Dfxl(F)L:O
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(0,x0,)0, >0 - regra da mao direita
(0,x0,)0, <00 - regra da méo esquerda

Podendo assim verificar o seguinte método:

(% @)

Transf. inversa l _
/4 Transf. inversa

(x)

Transf. direta

Onde:

c=d: _g (50)
d(r)
dl,

r
d(r)
dl,

r
d(r)

AB =|A|B|cos®

cosd :ﬁ

A8

b

0°—60°
60°-120C°
12¢°-18C

3 Gerador de Malha
As tarefas de um gerador de malhas podem ser sdioidis em:
. Entrada e saida de Dados: necessidade de desemolwi de rotinas

especificas capazes de ler ou escrever todos gsooemtes da estrutura de dados a

ser desenvolvida. Dessa forma, a troca de dados esitdiversos procedimentos do
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gerador de malha pode ocorrer tanto através dempén@ de métodos, variaveis
globais como também através de arquivos padrogge dacilitara o desenvolvimento
paralelo dos diversos modulos.

. Processador Geométrico: durante a preparacdo daef@® para a
utilizacdo da geracdo de malhas é preciso o emptegarocessadores geométricos
como do processador que faz a conversdo de inféeaageométricas contidas no
modelo para a estrutura de dados do gerador aesenblvido, o processador de
subdivisbes que transforma uma superficie em déassho e um volume em
hexaedros, o processador de interferéncia que sanali disposicdo das linhas,
superficies e volumes entre si, e 0 processadodatsidade que determina a
distribuicdo de elementos finitos em cada uma dadagles geométricas.

. Gerador Topolégico de malhas: para cada entidadengjeica (linha,
quadrilatero ou hexaedro) € realizada a geracdoallea em um espaco paramétrico
unitario (ordem: 13- reta, 22 quadrado ou 32- puBodistribuicdo de elementos
ocorre levando-se em conta o resultado do processdd densidade. Esse
procedimento é realizado de acordo com a hieraiggoanétrica. Assim uma reta de
comprimentos unitario € subdividade em diversasabn um quadrado unitario em
guadrilateros e um cubo unitario em hexaedros.

. Mapeador de malhas: o mapeador projeta as malltass Igeradas
topologicamente em linhas, superficies ou volumesalizados no espaco. O
mapeador a ser utilizado precisa garantir que gofitdhas e superficies de contornos
da geometria unitéria descrita no espago pararn&ea@m projetados exatamente em
pontos, linhas e superficies da geometria euckdian

. Processador de malhas: apds a geracdo e mapeaseemalhas locais
pode-se alterar a malha localmente ou como um todde o interpolador de
elementos altera o grau de interpolacdo de elemesdtadamente ou em grupos; o
montador de malhas agrupa as diversas malhas |leraisuma malha global,
eliminando informagdes redundantes, tais como miédocalizados no mesmo ponto;
0 processador de cargas subdivide eventuais esfodgdinidos sobre linha,
superficies ou volumes em forcas sobre os ndés;ocepsador de condicbes de
contorno relaciona eventuais restricbes de movioseefinidas sobre linhas ou

superficies aos respectivos nos.
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Gerador de Malha

Processador Processador Processador Mapeador de Processador
Ent/Saida Geométrico Topolégico Malhas de Malhas
Leitura Interface c/ Ger. Topol. Mapeador p. Interpolador
ANSYS p. Linhas Linhas de Elementos
Escrita Processador de Ger. Topol. p. Mapeador p. Montador de
Subdivisées Suiperficies Superficies Malhas
Processador de Processador
Interferéncia de Cargas
Processador de Processador
Densidade de Cond. Cont.

Figura 23. Subdivisédo funcional de um gerado déazal

O gerador topoldgico ira trabalhar em um espacdinn@nsional (reta) e um

espaco paramétrico bidimensional (quadrado).

Ny
¥
Ay Ay
n] n3 Tu
Ay A
Y
Ny
Tu

Figura 24. Espaco paramétrico Bidimensional

As variaveis g np, g e ry Sao numeros inteiros positivos diferentes de Zdes

representam o numero de elementos a serem geradamda uma das arestas do
quadrado unitario. A somatoria dos numeros de elessepor aresta deve ser um
namero par.

As variaveis A, A;, A, e As representam o tipo de angulo formado pelos
quadrilateros da malha permitido em cada um dosceérdo quadrado unitario. Os

angulos permitidos sao: ortogonal e bissetriz.
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Figura 25. RestricBes de angulos para geracéo liha nogologica

Vértice
Bissetriz

Baseando-se nas restricbes acima, obteve-se ontormja operacdes possiveis
tabala segquir:

de se realizar no quadrado paramétrico.
Este conjunto de operacbes € ilustrado pela
Operacao
Operagao “Tx”’
(Tabuleiro de Xadrez) i"zit
Operagao “L”
/ J | ]
LO L90 L 180 L270
Operagao “U”
uo Uu9o U180 U270
Operagao “LL”
LLO LL90
Operagao “LU™
LUO LU90 LUI180 LU270
Operagao “Uu™
uuo
Operagao “LR
LRO LR90O LR180 LR270
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Tabela 1. Operacdes do quadro paramétrico
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Outro fato que mostrou-se importante foi percehex o processo de geracéo
topolégica de malhas em espacos paramétricos hidioreis € inerentemente
recursivo. A cada operacdo realizada sobre o qdadmaramétrico gera um
determinado numero de elementos e um novo quadtdlajue pode ser tratado

recursivamente como um novo quadrado paramétricnpanostra a figura a seguir:

Figura 26. Geracdo de malha recursiva

Em primeira etapa buscou-se as regras que detesanna geracao topologica

em gquadrados paramétricos sem restricoes de an@Qbtsve-se a tabela abaixo:

Condicao Operacéao a ser realizada
Se fu=n3z) e 2=Ny) Tx (N1 x Ny elementos)

Se 11> N3) e (2= Ny) u90

Se u<ng) e (2=Ny) U270

Se u=nz) e (2> Ny) U180

Se (u>nz) e (2> Ny) L180

Se fu<ng) e (2> Ny) L270

Se u=nz) e (2<Ny) uo

Se u=nz) e (2= Na) L90

Se i <ng) e (< Nny) LO

Para ilustrar a atualizagcédo desta tabela tomemo® @xemplo a geragédo de
malhas no espaco paramétrico bidimensional cone@srges condi¢cdes; r5, r, =4,
n;=8 e n=>5.

Em primeiro lugar constatou-se que a soma dos rasy elementos a serem
gerados por aresta é par, pois 5+4+8+5=22 que. é par

Temos entdo que r n; e np< ny, pela tabela a 1{ operacéo a ser realizada é LO.
A figura abaixo ilustra esta operacéo.
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LO

Figura 27. Operacéo LO

Como resultado desta operacéo obteve-se duasdiséatas. Na primeira tem a
malha gerada. Sobre a segunda aplicou “recursivi@nes regras da tabela sobre os
novos valores, pois como pode-se observar, houediminuicdo de ordem em @
gue passaram a ser respectivamente iguais a Ca#novos valores temosfrnze np

= ny e portanto aplicou-se a operacao U270. A figurdu@®ra isso.

N

U270

Figura 28. Operacédo U270

Novamente aplicou-se as regras da tabela com ovaleode =5, ou seja n
=mn e n=n. Tendo, portanto, que a operagao e Tx 5 x 4. &Ardiy mostra esta

operacéo (operacéo final):

N

Tx5x4

Figura 29. Operacao Tx
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Consideracoes Finais

O gerador de malhas € caracterizado pela necessitdadescricdo geométrica,
onde sera gerada a malha, através de regidesipa®gundo regras rigidas. Cada uma
dessas regibes € entdo preenchida pelo geradorattesmcom uma malha local.
Durante a definicdo dessas regifes, também chaoegaediscretizagdo, o0 usuario
precisa considerar uma série de regras e restrigiemto ao posicionamento relativo
das diversas regibes, deve-se observar que sueerfidevem contactar-se
completamente através de suas curvas e volumeyéstrde suas superficies de
contorno. Tanto contacto parcial, como intersea@superficies ou de volumes néo
sao permitidos, exigindo discretizacéo extras,apa, €riacdo de novas regiodes.

Enfim pode-se observar que o Software desenvolr@debera informacgdes do
arquivo de origem do Software de Elementos Firetesitdo gerara a malha das formas
geomeétricas, sendo assim avaliados os resultadoficando a qualidade da malha,
guando um quadrilatero aproxima de um quadradcaadpihexaedro aproxima de um

cubo e as suas caracteristicas.
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